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Análisis Funcional. Examen XIV

Ejercicio 1. Para α ∈ ]0, 1], sea

X =

{
f : [0, 1] → R : f es continua y sup

x ̸=y∈[0,1]

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

<∞

}
con

∥f∥ := ∥f∥∞ + sup
x ̸=y∈[0,1]

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

, ∀f ∈ X

Prueba que (X, ∥ · ∥) es un espacio de Banach.

Ejercicio 2. Sean (X, ∥ · ∥X) y (Y, ∥ · ∥Y ) dos espacios de Banach y T : X → Y
lineal y acotada para la que existe c > 0 tal que

∥Tx∥Y ⩾ c∥x∥X , ∀x ∈ X

Prueba que T es compacto si y solo si dimX <∞.

Ejercicio 3. Sea X un espacio de Banach reflexivo y f : [0, 1] → X una función
continua. Prueba que existe x ∈ X tal que∫ 1

0

⟨φ, f(s)⟩ ds = ⟨φ, x⟩, ∀φ ∈ X∗

Ejercicio 4. (Teoŕıa) Sea H un espacio de Hilbert con producto escalar (·, ·) y
norma asociada ∥ · ∥. Prueba que si T : H → H es lineal, compacto y simétrico tal
que

λ1 = sup{(Tx, x) : ∥x∥ = 1} > 0,

entonces λ1 es un valor propio de T y cualquier otro valor propio de T es menor que
λ1.
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Solución.

Ejercicio 1. Para α ∈ ]0, 1], sea

X =

{
f : [0, 1] → R : f es continua y sup

x ̸=y∈[0,1]

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

<∞

}
con

∥f∥ := ∥f∥∞ + sup
x ̸=y∈[0,1]

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

, ∀f ∈ X

Prueba que (X, ∥ · ∥) es un espacio de Banach.

Comenzaremos primero probado que (X, ∥ · ∥) es un espacio normado, es decir,
probando que ∥ · ∥ es una norma en X:

Sean λ ∈ R y f ∈ X vemos que:

∥λf∥ = ∥λf∥∞ + sup
x ̸=y∈[0,1]

|λf(x)− λf(y)|
|x− y|α

= |λ|∥f∥∞ + sup
x ̸=y∈[0,1]

|λ| |f(x)− f(y)|
|x− y|α

= |λ|

[
∥f∥∞ + sup

x ̸=y∈[0,1]

|λf(x)− λf(y)|
|x− y|α

]
= |λ|∥f∥

Sean f, g ∈ X tenemos que:

∥f + g∥ = ∥f + g∥∞ + sup
x ̸=y∈[0,1]

|(f + g)(x)− (f + g)(y)|
|x− y|α

= ∥f + g∥∞ + sup
x ̸=y∈[0,1]

|f(x)− f(y) + g(x)− g(y)|
|x− y|α

⩽ ∥f∥∞ + ∥g∥∞ + sup
x ̸=y∈[0,1]

|f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)|
|x− y|α

⩽ ∥f∥∞ + ∥g∥∞ + sup
x ̸=y∈[0,1]

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

+ sup
x ̸=y∈[0,1]

|g(x)− g(y)|
|x− y|α

= ∥f∥+ ∥g∥

Finalmente, si tenemos que:

0 = ∥f∥ = ∥f∥∞ + sup
x ̸=y∈[0,1]

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

como ∥f∥∞, sup
x ̸=y∈[0,1]

|f(x)−f(y)|
|x−y|α ⩾ 0 para toda f ∈ X deducimos entonces que

ambos sumandos son iguales a cero, por lo que en particular ∥f∥∞ = 0, de
donde f = 0.

Ejercicio 2. Sean (X, ∥ · ∥X) y (Y, ∥ · ∥Y ) dos espacios de Banach y T : X → Y
lineal y acotada para la que existe c > 0 tal que

∥Tx∥Y ⩾ c∥x∥X , ∀x ∈ X

Prueba que T es compacto si y solo si dimX <∞.

Por doble implicación (notaremos a ambas normas por ∥ · ∥):
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⇐=) Si dimX = N ∈ N es conocido entonces que existe una ismetŕıa lineal sobre-
yectiva Φ : X → RN . Sea A ⊂ X un conjunto acotado, hemos de probar que
T (A) es un conjunto compacto para probar que T es un operador compacto.
Como T es acotada vemos que T (A) es un conjunto acotado, es decir, existe
M ⩾ 0 tal que ∥x∥ ⩽ M ∀x ∈ A. Además, si x ∈ T (A) tenemos entonces
existe una sucesión {xn} de puntos de A convergente a x, tendremos que:

∥xn∥ ⩽M ∀n ∈ N

Por lo que también ∥x∥ ⩽ M , de donde T (A) también es un conjunto aco-
tado. Observamos además que T (A) es un conjunto cerrado. De esta forma,
Φ(T (A)) ⊂ RN será también un conjunto cerrado (puesto que Φ es un homeo-
morfismo) y acotado (puesto que Φ es isometŕıa), por lo que Φ(T (A)) es un
conjunto compacto de RN , de donde:

T (A) = Φ−1(Φ(T (A)))

es un conjunto acotado, como imagen de un conjunto acotado por una aplica-
ción continua.

=⇒) Sea {xn} una sucesión de puntos de B(0, 1) ⊂ X, tenemos entonces que existe
una parcial suya {xσ(n)} de forma que {T (xσ(n))} es una sucesión convergente,
por lo que en particular esta será de Cauchy. Fijado ε > 0 existe m ∈ N tal
que si p, q ∈ N con p, q ⩾ m se tiene que:

∥T (xσ(p))− T (xσ(q))∥ < ε

Si observamos que:

∥T (xσ(p))−T (xσ(q))∥ = ∥T (xσ(p)−xσ(q))∥ ⩾ c∥xσ(p)−xσ(q)∥ = ∥cxσ(p)−cxσ(q)∥
∀p, q ∈ N

Observamos que obtenemos que la sucesión {cxσ(n)} es de Cauchy, y por ser
X completo existe x ∈ X con {cxσ(n)} → x. Si usamos ahora que c > 0 vemos
que tenemos que {xσ(n)} → x

c
, y que x

c
∈ B(0, 1) por ser este un conjunto

cerrado.

Hemos probado que toda sucesión de B(0, 1) admite una parcial convergente a
un punto del mismo conjunto, es decir, hemos probado que B(0, 1) es secuen-
cialmente compacto, condición equivalente a compacto en un espacio métrico.
Finalmente, como:

dimX <∞ ⇐⇒ B(0, 1) es compacto

concluimos que dimX <∞.

Ejercicio 3. Sea X un espacio de Banach reflexivo y f : [0, 1] → X una función
continua. Prueba que existe x ∈ X tal que∫ 1

0

⟨φ, f(s)⟩ ds = ⟨φ, x⟩, ∀φ ∈ X∗
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Definimos χ : X∗ → R dada por:

⟨χ, φ⟩ =
∫ 1

0

⟨φ, f(s)⟩ ds ∀φ ∈ X∗

Observamos que es una aplicación lineal, ya que si a ∈ R y φ, ψ ∈ X∗ tenemos
entonces que:

⟨χ, aφ+ ψ⟩ =
∫ 1

0

⟨aφ+ ψ, f(s)⟩ ds =
∫ 1

0

(a⟨φ, f(s)⟩+ ⟨ψ, f(s)⟩) ds

= a

∫ 1

0

⟨φ, f(s)⟩ ds+
∫ 1

0

⟨ψ, f(s)⟩ ds = a⟨χ, φ⟩+ ⟨χ, ψ⟩

Notando por ∥ · ∥ a la norma de X, para ver que χ es continua usaremos que
∥ · ∥ ◦ f : [0, 1] → R es una aplicación continua de un conjunto compacto en R, por
lo que existe:

|f | := máx{∥f(s)∥ : s ∈ [0, 1]}

aśı vemos para cada φ ∈ X∗ que:

|⟨χ, φ⟩| =
∣∣∣∣∫ 1

0

⟨φ, f(s)⟩ ds
∣∣∣∣ ⩽ ∫ 1

0

|⟨φ, f(s)⟩| ds ⩽
∫ 1

0

∥φ∥∥f(s)∥ ds

= ∥φ∥
∫ 1

0

∥f(s)∥ ds ⩽ ∥φ∥
∫ 1

0

|f | ds = ∥φ∥|f |
∫ 1

0

1 ds = ∥φ∥|f |

por lo que deducimos que χ es continua, de donde χ ∈ X∗∗. Como X es reflexivo
tenemos que la aplicación

J : X −→ X∗∗

x 7−→ Jx

es sobreyectiva, por lo que para χ ∈ X∗∗ existe x ∈ X de forma que:

χ = Jx

Por lo que en particular tenemos para cada φ ∈ X∗ que:

⟨φ, x⟩ = ⟨Jx, φ⟩ = ⟨χ, φ⟩ =
∫ 1

0

⟨φ, f(s)⟩ ds

Ejercicio 4. (Teoŕıa) Sea H un espacio de Hilbert con producto escalar (·, ·) y
norma asociada ∥ · ∥. Prueba que si T : H → H es lineal, compacto y simétrico tal
que

λ1 = sup{(Tx, x) : ∥x∥ = 1} > 0,

entonces λ1 es un valor propio de T y cualquier otro valor propio de T es menor que
λ1.

Consulte los apuntes de teoŕıa.
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