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Andlisis Funcional. Examen XIV

Ejercicio 1. Para a € |0, 1], sea

X:{f:[O,l]%R:fescontinuay sup M<oo}

etyelon] T —y|®
con
0= Wl sup MEZTW g
styelon] T —yl®
Prueba que (X, || - ||) es un espacio de Banach.

Ejercicio 2. Sean (X,| - ||x) v (Y,| - |ly) dos espacios de Banach y T': X — Y
lineal y acotada para la que existe ¢ > 0 tal que

ITzlly = cllzlx,  VoeX

Prueba que T es compacto si y solo si dim X < oo.

Ejercicio 3. Sea X un espacio de Banach reflexivo y f : [0,1] — X una funcién
continua. Prueba que existe z € X tal que

/O (. f(5)) ds = (p.z), Ve X

Ejercicio 4. (Teoria) Sea H un espacio de Hilbert con producto escalar (-,-) y
norma asociada || - ||. Prueba que si T : H — H es lineal, compacto y simétrico tal
que

A =sup{(Tz,z): ||z|]| =1} >0,

entonces \; es un valor propio de Ty cualquier otro valor propio de 17" es menor que
A.
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Solucion.

Ejercicio 1. Para « € )0, 1], sea

X:{f:[O,l]%R:fescontinuay sup M<oo}

etyeo] T —yle
con
171 = e+ sup IO gp g
z#£ye[0,1] |$ - ?/|
Prueba que (X, || - ||) es un espacio de Banach.
Comenzaremos primero probado que (X, || - ||) es un espacio normado, es decir,
probando que || - || es una norma en X:
» Sean A € Ry f € X vemos que:
Af(z) — Af(y flx) — fly
A= A+ sup P2y A=W
z#ye[0,1] \ZU - y\ z#y€e[0,1] |$ - y|
[Af(z) = Af(y)l
= Al {lIfllc + sup . = |l
z#y€e[0,1] \x - y\
= Sean f,g € X tenemos que:
fH9)@) - (f+9)y
If gl =1 + g+ sup WFID U 2D
z#y€l0,1] |9C - ?J|
f(x) — fly) +9(z) —g(y
el s M@ W) o) o)
z#yel0,1] |$ - ?J|
< ||f”oo+||g||oo+ sup If(x)_f(y)|+|ga(x)_g(y)|
x#y€[0,1] |z =y
<lfll gl + sup LTIy WO Z0WN_y gy
z#y€[0,1] |JI - y| x#y€(0,1] |:L’ - y|

= Finalmente, si tenemos que:

/(@) = f(y)l
0=1fll=1fllc+ sup —
stvey) |7 =l
como || f|lee, sup W > 0 para toda f € X deducimos entonces que
z#y€[0,1]
ambos sumandos son iguales a cero, por lo que en particular || f|l« = 0, de
donde f = 0.

Ejercicio 2. Sean (X,| - ||x) v (Y,| - |ly) dos espacios de Banach y T': X — Y
lineal y acotada para la que existe ¢ > 0 tal que

| Tx|ly = c||z] x, Ve e X

Prueba que T es compacto si y solo si dim X < oo.
Por doble implicacién (notaremos a ambas normas por || - ||):
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<) SidimX = N € N es conocido entonces que existe una ismetria lineal sobre-
yectiva ® : X — RV, Sea A C X un conjunto acotado, hemos de probar que
T(A) es un conjunto compacto para probar que 7" es un operador compacto.
Como T es acotada vemos que T'(A) es un conjunto acotado, es decir, existe
M > 0 tal que |jz|| < M Vz € A. Ademas, si x € T(A) tenemos entonces
existe una sucesién {z,} de puntos de A convergente a z, tendremos que:

|lzal| <M VYneN

Por lo que también ||z|| < M, de donde T'(A) también es un conjunto aco-
tado. Observamos ademés que T(A) es un conjunto cerrado. De esta forma,
®(T(A)) C RN serd también un conjunto cerrado (puesto que ® es un homeo-
morfismo) y acotado (puesto que ® es isometria), por lo que ®(7T(A)) es un
conjunto compacto de RV, de donde:

es un conjunto acotado, como imagen de un conjunto acotado por una aplica-
cion continua.

—) Sea {z,} una sucesién de puntos de B(0,1) C X, tenemos entonces que existe
una parcial suya {2y} de forma que {7T'(z,(n))} es una sucesion convergente,
por lo que en particular esta serd de Cauchy. Fijado € > 0 existe m € N tal
que si p,q € N con p,q > m se tiene que:

HT(xcr(p)) - T<I0(q))|| <e

Si observamos que:

||T(5U0(p))_T(xo(q))|| = ||T(xo(p)_xo(q))|| = CH:EU(p)_xO(q)H = ||Cx0(p)_cx0(q)||
Vp,q €N

Observamos que obtenemos que la sucesién {cx,(,)} es de Cauchy, y por ser
X completo existe x € X con {cx,(m)} — 2. Si usamos ahora que ¢ > 0 vemos
que tenemos que {T,(m)} — £,y que £ € B(0,1) por ser este un conjunto

cerrado.

Hemos probado que toda sucesién de B(0, 1) admite una parcial convergente a
un punto del mismo conjunto, es decir, hemos probado que B(0, 1) es secuen-
cialmente compacto, condicion equivalente a compacto en un espacio métrico.
Finalmente, como:

dimX < oo <= B(0,1) es compacto

concluimos que dim X < oo.

Ejercicio 3. Sea X un espacio de Banach reflexivo y f : [0,1] — X una funcién
continua. Prueba que existe z € X tal que

/0 (0. f()) ds = oz}, Ve X*
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Definimos y : X* — R dada por:

() = / (0. f(s) ds Ve X"

Observamos que es una aplicacion lineal, ya que si a € R y p,9 € X* tenemos
entonces que:

(s ap + 1) = / (ap + 0, f(s)) ds = / (alp. F(5)) + (. f(s))) ds
—a / (o, F(5)) ds + / (W, £()) ds = alx, 0) + (0, 9)

Notando por || - || a la norma de X, para ver que y es continua usaremos que
|- ]of:]0,1] = R es una aplicacién continua de un conjunto compacto en R, por
lo que existe:

[f] == méx{[| f(s)]| - s € [0, 1]}

asi vemos para cada ¢ € X* que:

0 9)] = / (o, F(5)) ds| < / (o, F(s)] ds < / lelllf ()] ds

— el / 1F) ds < el / 1l ds = llellf / 1ds = [/

por lo que deducimos que x es continua, de donde y € X**. Como X es reflexivo

tenemos que la aplicacion
J: X — X
x — Jz

es sobreyectiva, por lo que para y € X** existe x € X de forma que:
x =Jx

Por lo que en particular tenemos para cada ¢ € X* que:

(r2) = (T2, 0) = (. 0) = / (o, £(5)) ds

Ejercicio 4. (Teoria) Sea H un espacio de Hilbert con producto escalar (-,-) y
norma asociada || - ||. Prueba que si T': H — H es lineal, compacto y simétrico tal
que

A =sup{(Tz,z): ||z|]| =1} >0,

entonces \; es un valor propio de T' y cualquier otro valor propio de T' es menor que

A1

Consulte los apuntes de teoria.
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